Chapitre 17. Espaces vectoriels

Dans ce chapitre, on fixe un corps K, appelé corps des scalaires.

Pseudo-définition : Etant donné n objets x4, ..., X, une combinaison linéaire (CL) de x1, ..., x; est (quand ¢a
n
a un sens) une expression de la forme ) A;x;, ot A, ..., A, € K.
=1

1 Espaces vectoriels
1.1 Définition

Définition 1.1. Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) est un ensemble E muni de deux opérations :
L ExXE—E JKXE—E
. (xy) = x+y ' (A, x) — Ax

% (E,+) est un groupe abélien.

* OnaVx € E, 1x =«x

OnaVA,u e K, Vx € E, A(ux) = (Au)x
OnaVA,u €K, Vx € E, (A+ u)x = Ax + ux
* OnaVA € K,Vx,y € E,A(x+y) = Ax+ Ay

telles que :

*

*

1.2 Premiers exemples

1)L'espace vectoriel K" pour n € N

2)L’ensemble M, (K)

3)L’ensemble K des fonctions Q) — K

4)Si E et F sont des K-ev, E X F est un K-ev

5)L’ensemble K[X] des polynomes et, pour tout n € IN, 'ensemble K, [X]
6)L’ensemble {0¢ } est un K-ev que I'on qualifie d’espace vectoriel nul (ou trivial)

1.3 Quelques regles de calcul

Proposition 1.2. Soit Eunev.Ona:
x* VYA € K, AOg = O
x Vx € E,0x = 0
* Vx €E, —x = (—1)x

Proposition 1.3 ("régle de produit scalaire-vecteur nul"). Soit EunevetA € K, x € E tels que Ax = Og.
Alors A =0oux =0



1.4 Algebres

Définition 1.4. Une K-algebre est un ensemble A muni de trois relations :

AxXA— A KxA— A ) AxXxA— A
(x,y)—x+y ' (A, x) = Ax ' (x,y) = xy

telles que :
* (A, +,-) soit un K-espace vectoriel.
* (A, +, X) soit un anneau.
* La multiplication x soit bilinéaire, cad Vx,y € A, VA € K, (x X (Ay) = (Ax) Xy = A X (xy))

Proposition 1.5. Soit L/K une extension de corps (cad L est un corps dont K est un sous-corps).
Alors L est un K-algebre pour les lois usuelles, cad I'addition et la multiplication de L et la multiplication

restreinte
KxL—L

(A, x) = Ax

Par exemple, C est une IR-algebre (et donc un R-ev)
R est une Q-algebre (et donc un Q-ev)

2 Familles de vecteurs

Dans toute cette section, on fixe un K-ev E et une famille (x;);c; d’éléments de E (si I = [1,7], on le notera

plus simplement (x, ..., xy)).

2.1 Combinaisons linéaires

Définition 2.1. Une combinaison linéaire de vecteurs x;, i € I est un élément de la forme Y}~ A;x;, ot (A;);cg est
iel

une famille presque nulle d’éléments de K, cad que S = {i € I | A; # 0} est fini.
La somme ) A;x; signifie simplement ) A;x;

iel i€S
On note Vect(x;);c et on appelle sous-espace vectoriel engendré par les x;, i € [

I’ensemble de ces combinaisons linéaires.
Si I = [1,r] la définition devient :

T
Vect(xq, ..., %) = {ZAixi | A1, Ay € K}
i=1

2.2 Familles libres

Définition 2.2.
* Une relation de liaison entre les x;, i € I est une égalité de la forme ) A;x; = Of
icl
x Cette relation de liaison est dite triviale si Vi € I, A; = 0 et non triviale sinon.

Définition 2.3.

* La famille (x;);c; est dite liée s'il existe une relation de liaison non triviale entre les x;, i € I.

* Elle est dite libre dans le cas contraire. (On dit aussi que les x;, i € I sont linéairement indépendants).




Définition 2.4 (Colinéarité). Soit u,v € E. LASSE :
(i) Hexistew € Eet A, u € Ktels que u= A
V= jw
(i) (GxeK:v=au)ou (I € K:u=po)
Quand ces assertions sont vraies, on dit que u et v sont colinéaires.
Proposition 2.5 (Liberté de petites familles).
0. La famille () est libre.
1. Soit v € E. La famille (v) est libre ssi v # O

2. Soitu,v € E. La famille (u,v) est libre ssi u et v ne sont pas colinéaires.

Proposition 2.6. La famille (x;);c; est liée si et seulement si 1'un des vecteurs est CL des autres.

2.3 Familles génératrices

Définition 2.7. On dit que (x;);c; engendre E (ou est génératrice de E) si Vect(x;);c; = E, cad si tout vecteur
de E est CL de vecteurs x;, i € 1

2.4 Bases

Définition 2.8. On dit que (x;);c; est une base de E si (x;);c; est libre et qu’elle engendre E.

2.5 Décomposition selon une base

Proposition 2.9. On a les équivalences suivantes :
 La famille (x;);c; engendre E ssi tout vecteur v € E posséde une écriture
v = Y Ajx;, pour une certaine A € K
iel
* La famille (x;);c; est libre ssi tout vecteur v € E possede au plus une écriture.

* La famille (x;);c est une base de E ssi tout vecteur v € E posséde exactement une écriture.

Définition 2.10. On suppose que E a une base finie B = (e, ..., e;). Soit v € E.
M
L'unique n-uplet | : | € K" tel que v = Ajeq + ... + Ay, est noté Matp(v)

An
On dit que Ay, ..., A, sont les coordonnées du vecteur v dans la base B.

3 Sous-espaces vectoriels

3.1 Définitions

Philosophiquement, un sous-espace vectoriel (sev) de E est une partie de E stable par combinaison linéaire,

cad que des qu’elle contient une famille de vecteurs (x;);c; elle contient toutes les CL des x;, i € I.
En particulier, elle doit toujours contenir Og, qui est une CL de 0 vecteurs.

Dans toute cette section, E désigne un K-ev.

Définition 3.1. Un sous-espace vectoriel de E est une partie I C E telle que :
x* Op € F
* Vxe F,YAc K, AxcF
* Vx,ye F,x+y€F




Théoreme 3.2 (Stabilité par CL). Soit F un sev de E.
Alors F est stable par CL : pour toute famille (x;);c; d’éléments de F, on a Vect(x;);c; C F

Proposition 3.3. Soit F C E une partie non vide telle que VA € K, Vx,y € F,x + Ay € F
Alors F est un sev de E.

Proposition 3.4. Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.

Alors Vect(x;);cs est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 3.5. Soit (F;);c; une famille de sev E.

Alors N F; estun sev de E.
iel

3.2 Exemples

Proposition 3.6. Soit A € M, (K)
x ker A = {X € KP | AX = Ogn} est un sev de K
* imA = {AX | X € KP} estun sev de K"

Proposition 3.7. Soit A € M, (K)
Alors im A = Vect(Cy(A), ..., Cp(A))

3.3 Bases d’un sous-espace vectoriel

Si F est un sev de E, F hérite d'une structure de ev. On peut dont s’intéresser a une famille (x;);c; d’éléments
de F et se demander si elle est libre / génératrice de F / une base de F.

En pratique, il y a deux méthodes pour vérifier que (x;);c; est une base de F
Méthode 1 : retour aux définitions.
0. On vérifie que Vi € I, x; € F (ce qui montre Vect(x;);c; C F par stabilité par CL).
1. On vérifie que (x;);c; est libre.
2. On vérifie que tout y € F est CL des x;, i € I, ce qui montre F C Vect(x;);¢;
Méthode 2 : par analyse-synthese.

0. idem.

1. On vérifie que tout y € F s’écrit de maniére unique comme CL des x;, i € I

4 Familles et bases échelonnées

Définition 4.1. Une famille (P;);c; de polyndmes non nuls est dite échelonnée si tous les degrés deg P;, i € I
sont différents.

Proposition 4.2. Toute famille échelonnée de polynémes est libre.

Théoreme 4.3.
% Soit (P;);en une famille de polynomes tels que Vi € IN, deg P; = i. Alors (P;);cy est une base de K[X]
* Soit (P;)jc[o,,) une famille de polynomes tels que Vi € [0,n], deg P; = i. Alors (P;);c[o,] st une base de
K[X]



5 Somme de sous-espaces vectoriels

Dans toute cette section, on fixe un espace vectoriel E.

5.1 Définition
Définition 5.1.
x Soit F;, F, deux sev de E.

On définit leur somme F; + F, = {x; + x3 | x1 € 1, xp € B}
* Soit (F;);c; une famille de sev de E.

On définit leur somme ) F; comme 1’ensemble des sommes ) x; ol (¥;);c; est une famille presque
iel iel
nulle d’éléments de E telle que Vi € I, x; € F;
Proposition 5.2.
* La somme d’une famille de sev de E est un sev de E.
* C’est méme le plus petit sev de E dans lequel sont inclus tous les éléments de la famille.

5.2 Somme directe

Définition 5.3.
x Soit F;, F, deux sev de E.
On dit que F; et F, sont en somme directe si tout élément de F; + F, s’écrit de maniére unique sous la
forme x1 + xp, 01 x1 € Fi etx; € F.
Sicestlecas,onnote Fy & F, = F+ F
% Soit (F;)jc; une famille de sev. On dit que les F;, i € I sont en somme directe si tout élément de ) F;
iel
s’écrit de maniere unique sous la forme Y x;, ol (x;);c; est une famille presque nulles d’éléments de E
icl
tellequeViec I, x; € F.
Sic’estlecas,onnote @ F;, = Y} F;
iel i€l
Proposition 5.4. Soit (F;);c; une famille de sev de E.
Alors les F;, i € I sont en somme directe si et seulement si la seule décomposition de O sous la forme Y x; est
iel
la décomposition O = ) Of
iel
Proposition 5.5. Soit Fj, F, deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors F; et F, sont en somme directe ssi F; N F, = {0g}

5.3 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 5.6. Soit F; et F, deux sev de E.
On dit qu’ils sont supplémentaires si F; ® F, = E

5.4 Bases adaptées a une décomposition en somme directe

Théoreme 5.7.
* Soit F; et F; deux sev de E en somme directe. Supposons que (x1, ..., X;;) soit une base de Fy et (y1, ..., yp)
soit une base de F,
Alors la concaténation (x1, ..., Xy, Y1, ..., Yp) est une base de F; © F,
« Plus généralement, si (F;);c; est une famille de sev de E en somme directe et que, pour tout i € I,

(xi)jej; est une base de F;, alors la "concaténation” (x; ) iee ]1 est une base de EBI F;
J€Ji i€



Théoréme 5.8.
* Soit (x1, ..., Xy, Xy 11, ..., Xn) une base de E.
Alors Vect(x1, ..., xy) @ Vect(x,41,...,%n) = E
* Soit (x;)ie; une base de E et (I;);c; une famille de parties de I formant un recouvrement disjoint de I

(cad I = || I;). Alors E = @ Vect(xi)ielj
j€l IS

6 Applications linéaires
Soit E et F deux espaces vectoriels.
6.1 Définition

Définition 6.1. Une application K-linéaire f : E — F est une application telle que :

* Y,y € E flx+y) = f(x) + fy)
x Vx € E,A € K, f(Ax) = Af(x)
On note L(E, F) ou Lk(E, F) I'ensemble des applications linéaires E — F

Proposition 6.2. Soit f € L(E,F). Alors f "préserve les CL", cad :
* f(OE) = OF
n n
* VX1,...,xXn € E,VAq,..., Ay €K, f(zl Al-x,-) = ‘21 )\l-f(xi)
i= i=

Proposition 6.3. Soit f : E — F une application telle que Vx,y € E, VA € K, f(x + Ay) = f(x) + Af(y)
Alors f € L(E,F)

Proposition 6.4. L(E, F) est un sev de FE
(Autrement dit : une CL d’applications linéaires est linéaire).

Proposition 6.5 (Stabilité par composition). Soit E, F, G trois espaces vectoriels, f € L(E,F) etg € L(F,G)
Alorsgo f € L(E,G)

Proposition 6.6 (Bilinéarité de la composition). La composition des applications linéaires est bilinéaire.
Soit E, F, G trois espaces vectoriels. Soit A € K.
* Soit f € L(E,F)etg1, 4 € L(F,G).
Ona(gi+g)of=giof+gofet(Ag)of=A(giof)
* Soit f1, fo» € L(E,F) etg € L(F,G).
Onago(fi+fa) =gofi+tgofretgo(rfi)=A(gofi)

Définition 6.7. Un endomorphisme de E est une application linéaire E — E
Onnote L(E) = L(E,E)

Corollaire 6.8. (L(E),+,0) est un anneau, et méme une K-algebre.

6.2 Exemples

Cas particulier crucial : Si A € M;;y(K), on a une AL

KP — K
PA:

X— AX

C’est I'application linéaire canoniquement associée a A.




6.3 Noyaux et images
Définition 6.9. Soit f € L(E, F).
On définit :
* Sonnoyauker f = {x € E| f(x) = 0g}
* sonimageim f = {f(x) | x € E}
Proposition 6.10. Soit f € L(E, F).

* ker f estun sev de E.
* im f est un sev de F.

Proposition 6.11. Soit f € L(E, F)
* Si H est un sev de F, alors f ~![H] est un sev de E.
* Si G est un sev de E, alors f[G] est un sev de F.

Théoreme 6.12. Soit f € L(E,F)
* Deux vecteurs x1,xp € E ont la méme image par f ssi xp — x1 € ker f
* Ona f injective <= ker f = {Og}
* Ona f surjective <= imf =F

6.4 Sous-espaces affines d’un espace vectoriel

Définition 6.13. Un Sous-espace affine de E est un ensemble de la formea+ G = {a+x | x € G}

oua € Eet GestunsevdeE.
On dit que I'espace vectoriel G est la direction du sous-espace affine.

Notation : La direction G d"un sous-espace affine A C E est parfois noté A.

Proposition 6.14. Soit f € L(E,F) ety € F.
Alors f~1[{y}] = {x € E | f(x) = y} est soit vide, soit un sous-espace affine de direction ker f.

Proposition 6.15. Soit (A;);c; une famille de sous-espaces affines de E.

Alors [ A; est soit vide, soit un sous-espace affine, de direction (] A;
iel iel

6.5 Isomorphismes

Définition 6.16. Soit f € L(E, F).
On dit que f est un isomorphisme si f est bijective.
On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme E — F.

Proposition 6.17. Soit f € L(E, F) un isomorphisme.
Alors f~!: F — E est linéaire (et donc un isomorphisme).

Proposition 6.18. Soit E, F, G troissev et f : E — F et g : F — G deux isomorphismes.
Alors g o f est un isomorphisme et (go f) ! = flog™!

7 Endomorphismes
On fixe un K-ev. E
Rappel : (L(E), +, 0) est un anneau (et méme une K-algebre).

Définition 7.1. Un automorphisme de E est un endomorphisme bijectif de E.
On note GL(E), et on appelle groupe linéaire de E, I'ensemble des automorphismes de E.




Définition 7.2. Deux endomorphismes f,¢ € L(E) commutentsigo f = fog.

Proposition 7.3. Soit f,¢ € L£(E) commutant.
Alors ker f etim f sont stables par g.

Définition 7.4. Soit f € L(E).
On définit son commutant C(f) = {g € L(E) |gof = fog}

8 Applications linéaires et familles

Soit E, F deuxevet f € L(E,F)

8.1 Prolongement des identités

Théoreme 8.1.
% Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E et f, ¢ € L(E, F) telles que Vi € I, f(x;) = g(x;)
Alors f et g coincident sur Vect(x;);cs : Vo € Vect(x;)icr, f(v) = g(v)
* Sien outre (x;);c; engendre E, alors f = g

8.2 Caractérisation de l'injectivité, la surjectivité

Notation non standard : Si B = (e;);c est une base de E, on notera :

f«(B) = (f(e;))ier qui est une famille de vecteurs de F.

Proposition 8.2. Soit B une base de E.
Alors :
% f est injective ssi f(B) est libre.
* f est surjective ssi f, (B) engendre F.
% f est un isomorphisme ssi f,(B) est une base de F.

8.3 Propriété universelle des bases

Théoreme 8.3. Soit B = (e;);c; une base de E et F = (y;);c; une famille de vecteurs de F.
Alors il existe une unique AL f € L(E, F) telle que f.(B) = F. (Vi € I, f(e;) = y;)

9 Applications linéaires et décomposition en somme directe

9.1 Propriété universelle de la somme directe

Théoreme 9.1. Soit E, F deux espaces vectoriels et (S;);c; une famille de sev de E telle que E = @ S;. On se
icl

donne, pour tout i € I, une AL f; € L(S;, F)

Alors il existe une unique AL f € L(E, F) telle que Vi € I, fis, = f;



9.2 Projecteurs et symétries
On fixe un espace vectoriel E

Définition 9.2. Soit F, G deuxsevde Etelsque E=F® G
* Le projecteur sur F parallelement a G est l'unique endomorphisme f € L(E) tel que
Vx € F, f(x) =xetVx €G, f(x) =0g
* (On suppose que K n’est pas de caractéristique 2)

La symétrie d’axe F parallelement a G est 'unique endomorphisme f € L(E) tel que
Vx € F, f(x) =xetVx eG, f(x) = —x

Définition 9.3. Soit f € L(E) et A € K.

On définit 'espace propre de f associé a A : Ey(f) = ker(f — Aidg) = {x € E | f(x) = Ax}

On dit que A est valeur propre de f si Ey(f) # {Og} et on appelle vecteur propre associé a la valeur propre A
tout élément non nul de E, (f) (Autrement dit, tout vecteur x non nul tel que f(x) = Ax)

On appelle spectre de f I'ensemble S,(f) = S, (f) de valeurs propres de F.

Proposition 9.4. Soit F, G deuxsevde Etelsque E=F® G

* On note p le projecteur sur F parallelement a G.
Onaalors F =im(p) = E1(p), G = ker(p) = Eo(p) et VA € K\ {0,1}, Ex(p) = {0}
(Autrement dit, S, (p) € {0,1})

* (On suppose car(K) # 2)
On note s la symétrie d’axe F parallelement a G.
Onaalors F = Ei(s) et G = E_q(s) et VA € K\ {—1,1}, Ex(s) = {Og}
(Autrement dit, S (s) C {—1,1})

Théoreme 9.5. Soit f € L(E)
* f est un projecteur ssi f? = f
* (On suppose car(K) # 2)
f est une symétrie ssi f2 = idg



